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Esercizio 1. Dato il sistema lineare
Σ :

x+ 2y + z = 2
x+ y + 2z = 2
3y − 3z = 0
nelle incognite x, y, z, determinare:
a) le soluzioni di Σ;
b) i valori del parametro reale k tali che il sistema Σ sia equivalente al
sistema lineare
Σk :
{
x+ 3y = 1 + k2
y − kz = k − 1
Esercizio 2. Discutere il seguente sistema lineare nelle incognite x, y, z, t
al variare del parametro reale k:
x+ 2y + 5t = 0
2x+ 5y + 11t = 4
x+ y + (k2 − k)z + (5− k2)t = −k2 − 3
−y + 2(k2 − k)z + (3k2 − 4)t = 2(k2 + k − 4)
Determinare le soluzioni del sistema nei casi in cui sono infinite.
Esercizio 3. Determinare, se esistono, i valori del parametro reale α per i
quali i sistemi lineari
Σ :
{
x− y + 1 = 0
y + z − 1 = 0 e Σα :
{
x+ z = 0
x+ αy + z = 0
sono equivalenti.
Esercizio 4. Si consideri il seguente sistema lineare al variare del parametro
reale k:
Σk :

x+ 2y + kz = 0
x+ y = −1
x+ ky = −2
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a) Stabilire per quali valori di k il sistema Σk, nelle incognite x, y, z,
ammette soluzioni e, quando possibile, determinarle.
b) Determinare ora, quando possibile, le soluzioni del sistema lineare Σk,
interpretandolo come un sistema nelle incognite x, y, z, t.
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Esercizio 1. Stabilire se esistono valori del parametro reale k tali che il
sistema lineare (nelle incognite x, y, z)
Σ :

2x+ y − z = 0
4x− y = 0
2x+ y − 2z = −3
sia equivalente al sistema lineare (nelle incognite x, y, z)
Σk :

2x+ 2y − z = 2
2x− y + z = 2
kx− 4y + 3z = k
Esercizio 2.
a) Stabilire se i vettori {(1, 1, 1), (1,−1, 0)} generano R3.
b) Stabilire se i vettori {(1, 1, 1), (1,−1, 0), (1, 0, 0)} generano R3. In caso
affermativo, scrivere il vettore (2, 1, 1) come loro combinazione lineare.
E` possibile farlo in due modi diversi?
c) Stabilire se i vettori {(1, 1, 1), (1,−1, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 1)} generano
R3. In caso affermativo, scrivere il vettore (2, 1, 1) come loro com-
binazione lineare. E` possibile farlo in due modi diversi?
d) Stabilire se i vettori {(1, 1, 1), (1,−1, 0), (1, 3, 2), (−1, 3, 1)} generano
R3.
Esercizio 3. Si consideri il sottospazio R≤3[x] di R[x] costituito dai poli-
nomi di grado minore o uguale a tre.
a) Determinare, se possibile, un insieme di generatori di R≤3[x] costituito
da polinomi con termine noto nullo.
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b) Stabilire se i vettori {1 + x, x− x2, x+ x3} generano R≤3[x].
c) Stabilire se i vettori {1 + x, x− x2, x+ x3, 1 + x+ x2 + x3} generano
R≤3[x].
Esercizio 4. Sia S =
{(
a b
c d
)
| ab = 0, c = 0
}
.
a) Stabilire se S e` un sottospazio vettoriale di M2(R).
b) Stabilire se esiste un sottospazio W di M2(R), diverso da M2(R), con-
tenente S.
c) E` possibile descrivere W mediante una equazione lineare?
Esercizio 5. Si considerino i seguenti sottoinsiemi di R3:
S = 〈 (1, 0, 1), (0, 1, 0) 〉, T = {(x, y, z) ∈ R3 | x+ y = 1}.
a) Stabilire se S = T .
b) Determinare, se possibile, un sottospazio vettoriale V di R3 contenente
T .
c) Stabilire se V contiene anche S.
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Esercizio 1. Sia S = {(x, y, z, t) ∈ R4 | x− y+ 2z− t = 0, 2x− y+ z = 0}.
a) Determinare un insieme di generatori di S.
b) Stabilire se i generatori di S trovati in a) sono linearmente indipen-
denti.
c) Determinare, se possibile, due vettori v e w di R4 non appartenenti ad
S e linearmente indipendenti, tali che v − w appartenga ad S.
d) Determinare, se possibile, un vettore v in S ed un vettore w di R4 non
appartenente ad S, tali che v − w appartenga ad S.
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Esercizio 2. Sia W = {p(x) ∈ R≤2[x] | p(1) = 0}.
a) Verificare che W e` un sottospazio vettoriale di R≤2[x].
b) Determinare un insieme di generatori di W .
c) Determinare, se possibile, un insieme di generatori di W costituito da
polinomi di grado 1.
d) Determinare, se possibile, un insieme di generatori di W costituito da
polinomi di grado 2.
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Esercizio 1. Si consideri il sottospazio vettoriale di R4:
S = {(x, y, z, t) ∈ R4 | x− y + 2z − t = 0}.
a) Determinare una base B di S.
b) Determinare un insieme di generatori di S che non sia una sua base.
c) Determinare, se possibile, tre vettori di S a due a due linearmente
indipendenti che non costituiscano una base di S.
Esercizio 2. Si consideri il sottospazio vettoriale di R4:
S = 〈 (1, 1, 0, 1), (−1,−1, 0,−1), (2,−1, 0, 0), (0, 3, 0, 2) 〉.
a) Determinare due basi diverse B e C di S.
b) Stabilire se il vettore (1, 4, 0, 3) appartiene ad S.
c) Stabilire se S coincide con T = {(x, y, z, t) ∈ R4 | z = 0}. In caso
negativo, esibire, se possibile, un vettore di S che non appartenga a T
ed un vettore di T che non appartenga ad S.
Esercizio 3. Sia S = {(x, y, z) ∈ R3 | x = y + 2}.
a) Stabilire se S e` un sottospazio vettoriale di R3.
b) Esibire, se possibile, due vettori di S la cui somma non appartiene ad
S.
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c) Determinare una base di 〈S〉.
Esercizio 4. Si consideri il sottospazio vettoriale di R3
U = 〈 (1, 1, 2), (0, 1, 1), (1, 2, 3) 〉
e sia Wk = {(x, y, z) ∈ R3 | x− ky + z = k, x+ y − kz = 2k}, k ∈ R.
(a) Calcolare la dimensione di U e determinare una sua base B.
(b) Completare B in una base B′ di R3.
(c) Siano v = (1, 2, 0)B′ e w = (1, 2)B. Stabilire se v = w.
(d) Determinare, se possibile, i valori di k tali che Wk sia un sottospazio
vettoriale di R3.
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Esercizio 1. Si consideri il seguente sottospazio di R≤3[x]:
Pk = 〈 2x3 + (k − 1)x+ k, x3 + (k − 1)x2 + k, x3 + k − 1, 2(k − 1)x2 + x 〉.
a) Al variare di k ∈ R, calcolare la dimensione di Pk e determinare una
base Bk di Pk.
b) Stabilire per quali k il polinomio (k − 1)x2 + x+ (k − 3) appartiene a
Pk e in tali casi scriverne le coordinate rispetto alla base Bk.
c) Per ogni k tale che Pk e` diverso da R≤3[x], completare Bk in una base
di R≤3[x].
d) Esistono valori di k tali che Pk = 〈x3, x, 1 〉?
e) Determinare, se possibile, un sottospazio non banale S di R≤3[x] tale
che S ∩ P0 = {0R≤3[x]} = S ∩ P1.
Esercizio 2. In R4 si considerino i vettori:
v1 = (0, 0, 1, 1), v2 = (2,−1,−1, 3), v3 = (−4, 2, 4,−4),
w1 = (1, 1, 0, 0), w2 = (−2, 1, 2,−2), w3 = (6, 0,−4, 4).
Siano V = 〈v1, v2, v3〉 e W = 〈w1, w2, w3〉.
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a) Determinare una base di V , una base di W e le loro dimensioni.
b) Stabilire se V = W .
c) V ∪W e` un sottospazio vettoriale di R4? In caso negativo, determinare
una base di 〈V ∪W 〉.
d) Determinare una base di V ∩W .
e) Sia S = V +W . Determinare, se possibile, un sottospazio U di R4 tale
che V ⊕ U = S.
f) Determinare, se possibile, un sottospazio T di R4 tale che ogni vettore
di R4 si scriva in modo unico come somma di un vettore di S e di un
vettore di T .
Esercizio 3. Si consideri, al variare del parametro reale b, il seguente
sistema lineare nelle incognite x, y, z, r, s:
Σb :
{
x+ by + z + s = b
2bx+ r = 2b
Sia Sb l’insieme delle soluzioni di Σb. Stabilire per quali valori del parametro
reale b l’insieme Sb e` un sottospazio vettoriale di R5. Per i valori di b trovati,
a) stabilire se il sistema Σb e` sempre risolubile e determinarne, quando
possibile, le soluzioni;
b) determinare una base di Sb;
c) determinare, se possibile, 2 vettori di R5 linearmente indipendenti che
non appartengono a Sb;
d) determinare, se possibile, 3 vettori di Sb linearmente indipendenti che
non generano Sb;
e) determinare, se possibile, 4 vettori di Sb che non generano Sb e che
non sono l’uno multiplo dell’altro;
f) determinare, se possibile, un sottospazio non banale T di R5 tale che
Sb ⊕ T sia propriamente contenuto in R5;
g) determinare, se possibile, due sottospazi vettoriali X e Y di R5 tali
che Sb ⊕X = R5 e Sb + Y = R5 con dim(Sb ∩ Y ) 6= 0.
6
20 Aprile 2015
Esercizio 1. Si considerino i seguenti sottospazi di R≤3[x]:
S = 〈x3 + x2 + x+ 1, x3 + 2x2 + 3x+ 4, −x3 + x+ 2, x3 + x+ 2 〉,
T = 〈x2 + 2x+ 2, x3 − x〉.
a) Determinare S + T e S ∩ T .
b) La somma S + T e` diretta?
c) Esistono due diversi sottospazi V e W di R≤3[x] tali che S ⊕ V =
R≤3[x] = S ⊕W? In caso affermativo, determinare V e W .
Esercizio 2. Si considerino i seguenti sottospazi di M2(R):
S =
{(
a b
c d
)
| a+ b+ c+ d = 0
}
, T = 〈
(
0 1
−1 −2
)
,
(
0 0
0 1
)
〉.
a) Determinare la dimensione di S e di T .
b) Determinare una base B di S + T e una base C di S ∩ T .
c) Esibire un insieme di vettori linearmente indipendenti di S + T che
non sia una base e un insieme di generatori di S ∩ T che non sia una
base.
d) Completare, se necessario, B in una base D di M2(R) e scrivere le
coordinate della matrice
(
2 3
1 0
)
rispetto a D.
Esercizio 3. Sia k ∈ R. Si considerino i seguenti sottospazi di R3:
Sk = {(x, y, z) ∈ R3 | x−ky−z = 0}, Tk = {(x, y, z) ∈ R3 | x+y+kz = 0}.
a) Determinare, al variare di k, i sottospazi Sk ∩ Tk e Sk + Tk.
b) Determinare una base Bk di Sk + Tk.
c) Determinare per quali valori di k il vettore (k − 1, 1, k) appartiene a
Sk + Tk e, in tali casi, scriverne le coordinate rispetto alla base Bk.
d) Sia Uk = Sk + Tk. Per i valori di k tali che Uk 6= R3, determinare due
sottospazi V e W di R3 tali che Uk ⊕ V = R3 e Uk + W = R3 con
dim(Uk ∩W ) > 0.
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Esercizio 4. Sia k ∈ R. Si consideri la funzione fk : R3 → R3 definita da:
fk(x, y, z) = (x+ y + z, x− y + k, (k − 2)x+ ky + (k − 1)z).
Stabilire per quali valori di k ∈ R l’applicazione fk e` lineare. Per i valori di
k trovati,
a) determinare ker fk e Imfk;
b) determinare, se possibile, una base di ker fk ∩ Imfk.
Si consideri ora l’applicazione lineare g : R3 → R2 definita da:
g(x, y, z) = (x+ y + z, x− y).
c) Determinare ker g e Img.
d) E` possibile determinare ker g ∩ Img?
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Esercizio 1. Sia f : R2 → R3 la funzione definita da
f(x, y) = (x+ 3y, y, x+ 3y).
a) Verificare che f e` un’applicazione lineare.
b) Determinare la matrice associata a f rispetto alle basi canoniche di
R2 e R3.
c) Determinare una base di ker f e una base di Imf .
Esercizio 2. Si considerino, al variare del parametro reale k, le applicazioni
lineari fk : R3 → R3 definite da:
fk(x, y, z) = (kx+ y − z, ky + (k + 1)z, (k − 1)z).
a) Scrivere la matrice associata a fk rispetto alla base canonica di R3.
b) Determinare per quali valori di k l’applicazione fk e` iniettiva.
c) Determinare per quali valori di k il vettore (1, 0, 0) appartiene a Imfk.
Sia ora k = 1.
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d) Determinare, se possibile, un sottospazio vettoriale S di R3 non banale
tale che S ∩ ker f1 = {(0, 0, 0)}.
e) Esiste una applicazione lineare g : R3 → R2 tale che ker g = Imf1?
f) Esiste una applicazione lineare h : R3 → R2 tale che kerh = ker f1 +
Imf1?
g) Esiste una applicazione lineare r : R3 → R2 tale che ker r = ker f1 ∩
Imf1?
h) Esiste una applicazione lineare s : R2 → R3 tale che Im s = ker f1 +
Imf1?
i) Esiste una applicazione lineare t : R2 → R3 tale che Im t = Imf1?
Esercizio 3. Sia D : R≤3[x] → R≤3[x] l’operatore di derivazione che ad
ogni polinomio di grado minore o uguale a 3 associa la sua derivata prima
(rispetto ad x).
a) Determinare la matrice associata a D rispetto alla base {1, x, x2, x3}
sia nel dominio che nel codominio.
b) Determinare nucleo e immagine di D.
c) Stabilire se esistono basi di R≤3[x] rispetto alle quali la matrice asso-
ciata a D sia
M =

1 2 0 0
0 −1 0 0
0 0 1 1
0 0 1 −1
 .
d) Verificare che B = {1, 1 +x, 1 +x+x2, 1 +x+x2 +x3} e` una base di
R≤3[x] e scrivere la matrice associata a D rispetto a B sia nel dominio
che nel codominio.
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Esercizio 1. Sia f : R3 → R4 l’applicazione lineare associata alla matrice
A =

1 2 3
1 1 1
0 1 2
1 0 −1

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rispetto alle basi canoniche di R3 e R4.
a) Stabilire se f e` iniettiva e/o suriettiva.
b) Determinare, se possibile, due vettori linearmente dipendenti di R3
che hanno la stessa immagine tramite f , e due vettori linearmente
indipendenti di R4 che non appartengono a Imf .
c) Calcolare l’immagine del vettore (1, 1, 1) tramite f .
d) Calcolare la controimmagine del vettore (6, 3, 3, 0) tramite f .
e) Calcolare la controimmagine del vettore (0, 0, 0, 1) tramite f .
Esercizio 2. Sia f : M2(R) → M2(R) l’applicazione lineare definita da
f(X) = XM , con
M =
(
1 1
1 1
)
.
a) Determinare la matrice associata a f rispetto alla base canonica di
M2(R).
b) Determinare una base di ker f e una base di Imf .
c) Determinare, se possibile, due vettori non nulli di M2(R) aventi la
stessa immagine mediante f .
Esercizio 3. Sia k ∈ R. Sia fk l’endomorfismo di R3 associato alla matrice
A =
 1 1 1− k0 k − 1 0
k − 1 1 0

rispetto alla base canonica di R3.
a) Stabilire per quali valori di k l’endomorfismo fk e` invertibile.
b) Determinare, al variare di k, la controimmagine del vettore (0,−1, 0)
mediante fk.
Posto k = 1,
c) determinare una base di ker f1 e una base di Imf1;
d) sia B = {(1, 0,−1), (1, 1, 0), (−1, 0,−1)} una base di R3. Scrivere la
matrice associata a f1 rispetto alla base B.
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Esercizio 4.
a) Costruire, se possibile, due diverse applicazioni lineari f, g : R3 → R2
tali che f(1, 1, 1) = (1, 1) = g(1, 1, 1), f(1, 1, 0) = (1, 1) = g(1, 1, 0),
f(2, 2, 3) = (2, 2) = g(2, 2, 3).
b) Scrivere le matrici associate alla applicazioni f e g rispetto alle basi
canoniche di R3 e R2.
c) Determinare nucleo e immagine delle applicazioni f e g.
Esercizio 5. Determinare per quali valori di k ∈ R esiste una applicazione
lineare f : R3 → R3 tale che f(1, 2, 1) = (1, 0, 1), f(1,−1, 1) = (1, k, k),
f(2, k, 2) = (2, 1, 2). Esiste un’unica applicazione lineare soddisfacente tali
condizioni? Scrivere la matrice associata a una tale f rispetto alla base
canonica di R3.
Esercizio 6. Sia f l’endomorfismo di R3 tale che f(1, 1, 2) = (1, 0, 0),
f(1, 3, 0) = (1, 0, 0), f(0, 1, 0) = (1, 1, 1). Calcolare la controimmagine del
vettore (3, 1, 1) mediante f .
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Esercizio 1. Sia f : R≤3[x]→M2(R) l’applicazione lineare definita da:
f(a+ bx+ cx2 + dx3) =
(
a+ b b+ c
c+ d a+ 2b+ 2c+ d
)
.
a) Scrivere la matrice associata a f rispetto alla base {1, x, x2, x3} di
R≤3[x] e alla base{(
1 0
0 0
)
,
(
0 1
0 0
)
,
(
0 0
1 0
)
,
(
0 0
0 1
)}
di M2(R).
b) Determinare nucleo e immagine di f .
c) Stabilire se f e` iniettiva e/o suriettiva.
d) Calcolare l’immagine tramite f del vettore x2 − x.
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e) Calcolare la controimmagine tramite f dei vettori(
1 −1
1 −1
)
e
(
1 1
1 3
)
.
f) Scrivere la matrice associata a f rispetto alla base B = {1, 1 + x, 1 +
x+ x2, 1 + x+ x2 + x3} di R≤3[x] e alla base
D =
{(
1 1
1 1
)
,
(
0 1
1 1
)
,
(
0 0
1 1
)
,
(
0 0
0 1
)}
di M2(R).
Esercizio 2. Sia k ∈ R e sia f : R3 → R3 l’applicazione lineare associata
alla matrice
Ak =
 1 1 −kk −k k
2 k −4

rispetto alla base canonica di R3.
a) Stabilire per quali valori di k la matrice Ak e` invertibile.
b) Stabilire per quali valori di k l’applicazione f e` suriettiva e/o iniettiva.
c) Stabilire per quali valori di k, se esistono, il vettore (5, 5, 0) appartiene
a Imf .
d) Stabilire per quali valori di k, se esistono, il vettore (5, 5, 0) appartiene
a ker f .
Esercizio 3. Sia k ∈ R e sia fk : R3 → R3 l’applicazione lineare associata
alla matrice
Ak =
 0 0 1k k 0
−1 k k

rispetto alla base canonica di R3.
a) Determinare per ogni valore di k i sottospazi ker fk e Imfk, e le loro
dimensioni.
b) Determinare per quali valori di k l’applicazione fk non e` suriettiva.
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c) Determinare per quali valori di k il vettore (1, k, 1) appartiene a Imfk.
d) Calcolare al variare di k la controimmagine del vettore (1, k, 1) tramite
fk.
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Esercizio 1. Sia f : R3 → R3 l’applicazione lineare definita da
f(x, y, z) = (0, x+ 3y − 2z, 2x+ 6y − 4z).
a) Scrivere la matrice A associata a f rispetto alla base canonica di R3.
b) Determinare gli autovalori di A e stabilire se A e` diagonalizzabile. In
caso affermativo, trovare se possibile due matrici distinte P e Q tali
che P−1AP = D = Q−1AQ sia una matrice diagonale.
Esercizio 2. Sia k ∈ R e sia data
Ak =
 k 1 21 k k
0 0 2
 .
a) Stabilire per quali valori di k la matrice Ak e` invertibile.
b) Stabilire per quali valori di k la matrice Ak e` diagonalizzabile.
c) Scelto uno dei valori di k trovati in b), determinare tutte le matrici
diagonali simili a Ak.
Esercizio 3. Sia k ∈ R e sia data
Ak =
 k k k1 2 1
0 k 0
 .
a) Stabilire per quali valori di k, se esistono, la matrice Ak e` invertibile.
b) Stabilire per quali valori di k il vettore (2, 3, 1) e` autovettore di Ak.
c) Stabilire per quali valori di k, se esistono, la matrice Ak ha un auto-
valore di molteplicita` algebrica 3.
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d) Stabilire per quali valori di k la matrice Ak e` diagonalizzabile.
e) Scelto uno dei valori di k trovati in d), determinare una matrice Q tale
che QAQ−1 sia una matrice diagonale.
1 Giugno 2015
Esercizio 1. Sia f : M2(R) → M2(R) l’applicazione lineare definita da
f(X) = MX, con
M =
(
1 1
1 1
)
.
a) Determinare la matrice associata a f rispetto alla base canonica di
M2(R).
b) Determinare una base K di ker f e una base I di Imf .
c) Completare la base I in una base D di M2(R).
d) Verificare che la somma ker f + Imf e` diretta. Sia quindi B = K ∪ I
una base di M2(R). Determinare la matrice associata a f rispetto alle
basi B nel dominio e D nel codominio.
e) Costruire, se possibile, un endomorfismo t di M2(R) tale che ker t =
Imf e Im t = Imf .
f) Costruire, se possibile, una applicazione lineare g : M2(R) → R3 tale
che g ◦ f sia suriettiva ed una applicazione lineare h : R3 → M2(R)
tale che f ◦ h sia iniettiva.
Esercizio 2. Sia f l’endomorfismo di R3 tale che f(1, 1, 0) = (1, k, 1),
f(0, 1, 1) = (k2, k, 1), f(0, 0, 1) = (k2, 0, 1), con k ∈ R.
a) Scrivere la matrice Ak associata a f rispetto alla base canonica di R3
e stabilire per quali valori di k e` invertibile.
b) Stabilire per quali valori di k il vettore (1, k,−k) appartiene a Imf e
calcolarne la controimmagine tramite f .
c) Stabilire per quali valori di k la matrice Ak ha 0 come autovalore.
d) Stabilire per quali valori di k il vettore (1, 0,−2) e` un autovettore di
Ak.
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e) Stabilire per quali valori di k l’endomorfismo f e` diagonalizzabile.
f) Scelto uno dei valori di k trovati in e), scrivere una matrice diagonale
D simile ad Ak e due matrici P e Q invertibili tali che P
−1AkP =
D = Q−1AkQ.
g) Sia k = 1/2. Esiste una matrice B con lo stesso polinomio caratteris-
tico di A1/2 che non sia simile ad A1/2?
Esercizio 3. Sia f : R3 → R3 l’applicazione lineare associata alla matrice
A =
 1 2 11 1 1
1 2 3

rispetto alla base canonica di R3. Determinare, se possibile, una appli-
cazione lineare g : R3 → R2 tale che ker(g ◦ f) = 〈(1, 1, 0)〉 e Im(g ◦ f) =
〈(1, 1), (1,−1)〉.
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